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Abstract

A visual demonstration that is not formally
proof of a particular statement is sometimes
called ”proof without words.In general,
wordless demonstrations are images or
diagrams that help the observer see why
the statement may be true, and provide
visual cues to stimulate mathematical
thinking. In some cases, a dull test can
be supplemented by a geometric analogue
so simple and beautiful that the truth
of a statement is almost evident at first
glance. The objective of the work is to show
how some visualization techniques can be
used to produce images that help students
understand mathematical ideas, proofs and
arguments. Eight examples are considered.

Resumen

Una demostracion visual, que no es eviden-
cia formal de una declaracién particular, a
veces se llama “demostracion sin palabras”.
En general, las demostraciones sin palabras
son imagenes o diagramas que ayudan al
observador ver por qué la declaracién puede
ser cierta, y proporcionar pistas visuales
para estimular el pensamiento matematico.
En algunos casos, una prueba sin brillo
se puede complementar con un analogo
geométrico tan simple y hermoso que la
verdad de una declaracion es casi evidente
a primera vista. El objetivo del trabajo es
mostrar como se pueden emplear algunas
técnicas de visualizaciéon para producir
imégenes que ayudan a los estudiantes a
comprender las ideas matematicas, pruebas
y argumentos. Se consideran ocho ejemplos.

Es innegable que el pensamiento geométri-
co, desarrollado por la geometria, tiene un
claro paralelismo en otras areas tematicas
y la investigacion puede servir como una
analogia con éxito en la obtencién de
resultados ttiles, conclusiones, principios

y consideraciones de los diversos campos
del conocimiento. La propia geometria
como ciencia comienza con la famosa obra
Flementos de FEuclides”, escrita por el
matematico griego Euclides cerca del 300
a.C. en Alejandria. Como una direccion
cientifica, implica el estudio de las cone-
xiones légicas entre conceptos, donde el
papel central se da al uso de la intuicién
visual, es decir, la geometria se basa en las
representaciones espaciales.

En matemadticas, una demostraciéon o
bien una prueba es un argumento deductivo
para asegurar la verdad de una proposicién
matemadtica. En la argumentacion se pue-
den usar otras afirmaciones previamente
establecidas, tales como teoremas o lemas.
En principio una demostracion se puede
rastrear hasta afirmaciones generalmente
aceptadas, conocidas como axiomas.

Las representaciones geométricas-visuales
son de particular importancia en el proceso
de solucion de problemas matemaéticos.
No hay duda de que la forma geométri-
ca del pensamiento es de alto grado de
abstraccion, y por lo tanto se trata de
una coleccion de pensamiento espacial,
proporcionando operacion espacial con las
iméagenes, y el pensamiento légico, que
permite el establecimiento de relaciones
adecuadas entre las imagenes.

Si bien no es una prueba formal, la prueba
visual de una determinada declaracién se
denomina “demostracion sin  palabras”.
Generalmente, las pruebas sin palabras
son imagenes o diagramas que lo ayudan a
comprender por qué una afirmacién puede
ser cierta y brindan claves visuales para
fomentar el pensamiento matematico. A
veces, una demostracién mediocre se puede
complementar con un andlogo geométrico
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tan simple y elegante que la verdad de
la afirmacion es casi obvia en seguida. El
proposito del articulo es mostrar cémo
algunas formas geométricas se pueden
utilizar para crear imagenes que ayudaran
a entender ideas matematicas, evidencias y
argumentos. Con este fin, veremos algunos
ejemplos.

Ejemplo 1 (Teorema de Pitdgoras).
La Figura 1 es un ejemplo de la histérica
demostracion visual del Teorema de Pitago-
ras para un triangulo rectangulo con lados
(a,b,c)

a’+b*=c* (1)

a b a b

Fig. 1 (autor desconocido). Teorema de
Pitdgoras:a® + b = 2.

Ejemplo 2 (Suma de wuna progresién
geométrica). La Figura 2 es otro ejemplo
que demuestra el valor de la suma

S=l4+Lb+5+. +54+..(2

de la progresién geométrica (S = 3).

En efecto, supongamos que el area del
triangulo equilatero es uno, y dividamos
el triangulo en cuatro triangulos equilate-
ros iguales. El area del tridngulo central
(blanco) es . Luego vamos a repetir sin fin
el mismo procedimiento con los tridngulos

superiores obtenidos. Cada término de la

progresion coincide con el area del triangulo
correspondiente. Al sumar las areas de los
triangulos blancos obtenemos S = 3 (Fig.2).

Fig.2 (Rick Mabry). Calculo de la suma
de la progresiéon geométrica (2) usando el
triangulo equilatero con el area igual a uno.

Ejemplo 3 (Suma de cualquier progresién

geométrica). En general, usando las relacio-
nes entre los lados de triangulos semejantes
es facil demostrar que la suma de una pro-
gresion geométrica
S=1+r+r+r¥+..+r"+..(3)

es 1/ (1 —r). En efecto (véase Fig.3),

14+r4+r2 434 4"+ 1
i = =

Fig.3 (Benjamin G. Klein & Irl C. Bivens).
Suma de una progresion geométrica usando
triangulos semejantes.
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Ejemplo 4 (Desigualdad de las medias
aritmética y geométrica). Sean a > 0y
b > 0. La desigualdad

> Vab (4

se demuestra sin palabras.

Fig.4 (Charles D. Gallant). Desigualdad de
las medias aritmética y geométrica.

En otra demostracion geométrica, basta
construir un triangulo rectangulo cuya
hipotenusa sea (a +b) /2 y un cateto sea
(a —b) /2. Entonces, por el teorema de
Pit4goras, el otro cateto serd v/ab.

Ejemplo 5 (Las férmulas de la tangente
del dngulo mitad). Las formulas

sinf __ 1—cos#
1+cos® ~  sinf

()

se deducen directamente de la figura 5.

0 __
tané—

1-~cos@

Fig.5 (R.J. Walker). Las férmulas de la tan-
gente del angulo mitad

Ejemplo 6 (La distancia entre un punto y

una linea). La distancia d entre un punto
(a, b) y una linea se obtiene de dos tridngulos
rectangulos (Fig.6):

d __ |ma+c—b|
1= e (0

(a, ma +c)

-

lma +c-bl

A=mx+c

Fig.6 (R.L. Eisenman). La distancia entre
un punto y una linea.

Ejemplo 7 (Las férmulas de doble dngulo).

Los triangulos ACD y ABC son semejan-
tes. Por lo tanto, CD/AC = BC/AB,
es decir, sin20/2cosf = 2sinf/2, y

sin20 = 2sinfcosf (Fig.7). Por otra
parte, AD/AC = AC/AB, es de-
cir, (1+4cos20)/2cos = 2cosf/2, y

cos20 = 2cos?h — 1 = cos? 6 — sin 6.
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als Clcos26, sin26)
xHyt=1

2088

Fig.7 (Roger B. Nelsen). Las férmulas de
doble angulo.

Se pueden encontrar mas ejemplos en
Nelsen (1993, 2000).

Ejemplo 8 (Teorema de Napoledn).
Si sobre cada lado de un triangulo arbi-
trario se construyen respectivos tridangulos
equildteros, tanto hacia el exterior (Fig.8)
como hacia el interior del triangulo, enton-
ces los centros de dichos triangulos forman
un triangulo equildtero NMP.

Fig.8 (Mario Dalcin, 2005). Teorema de Na-
poleodn.

Es preciso notar que los circulos circunscri-
tos a los triangulos equilateros pasan por
un mismo punto F', la linea NP es mediatriz
del angulo ANF, la linea NM es mediatriz
del angulo FNC, el dngulo ANC es 120° y,
por lo tanto, el 4&ngulo PNM es 60° (Fig.8).
De la misma manera se demuestra que
los otros dos angulos del triangulo NMP

también son iguales a 60°.
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