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Resumen

Los modelos de transporte de moléculas
estudiados a través de la difusion ofrecen
un panorama importante para la descrip-
cién de los fenémenos microscopicos en la
naturaleza. En este articulo se presentan
algunos modelos de quimiorrecepcion,
desde el absorbente esférico perfecto, el uso
del disco de Weber, y el enfoque de Berg y
Purcell, hasta la solucién generalizada de
Zwanzig y Szabo, que considera el efecto de
interferencia y los receptores parcialmente
absorbentes. Se presenta una discusion
sobre las condiciones bajo las cuales este
efecto es realmente necesario. Posterior-
mente extrapolamos la solucion de Dudko
usando una comparacion dimensional
para la constante de corriente de difusion
asociada a receptores de forma arbitraria
en una célula esférica y contrastamos la
eficiencia de absorcién en quimiorreceptores
circulares y elipticos usando como refe-
rencia al absorbente esférico perfecto. Se
encontr6 que la geometria eliptica ofrece un
modelo plausible en la anatomia celular, un
resultado que podria explicar la variaciéon
de estructura en los quimiorreceptores y
los cambios fisiologicos observados en las
membranas celulares.

Palabras Clave
Células, membranas, difusiéon, modelos
biolégicos, biofisica, quimiorreceptores.

Abstract

Models of molecules transport through
diffusion offer an important insight into the
description of microscopic phenomena in
nature. In this article we go through some
models of chemoreception, from the perfect
spherical absorbent, the use of Weber’s
disk, and the develop of Berg and Purcell
approach, to Zwanzig and Szabo generali-
zed solution where interference effect and

partially absorbing receptors are conside-
red. A discussion on the conditions under
which this effect is truly necessary is pre-
sented. Afterwards, we extrapolate Dudko’s
solution using a dimensional comparation
for rate constant diffusion to receptors of
arbitrary shape on a spherical cell and
contrast the absorption effectiveness on
circular and elliptical chemoreceptors using
as reference the perfect spherical absorber.
We found that the elliptical geometry offers
a plausible model in cellular anatomy, a
result that could explain the structure va-
riation on chemoreceptors and the observed
physiological changes on cells.

Keywords
Cells, membranes, diffusion, biological
models, biophysics, chemoreceptors.

Introduccién

La célula es la unidad morfolégica y fun-
cional de los seres vivos, estan guiadas
por reacciones quimicas que crean y des-
mantelan estructuras biologicas, sustentan
el metabolismo y hacen copias de ellas
mismas. Las células son necesarias para
la vida, pero ademas de su existencia es
necesario que funcionen correctamente y
muchas veces eso depende de la comuni-
cacion celular. Probablemente uno de los
lugares mas comunes en donde se pueden
encontrar quimiorreceptores (i.e. proteinas
encargadas de la recoleccién de informa-
cién) es en la membrana celular: una bicapa
lipidica encargada de delimitar el medio
exterior e interior de una célula, ademaés
de regular el transporte de sustancias que
entran o salen de esta. Una molécula que
lleva informacion de una célula a otra es
llamada molécula de senalizacion, liga-
mento, uniéon o simplemente ligando. Este
tipo de particulas puede tener diferentes
caracteristicas, entre ellas se encuentran
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las moléculas gaseosas de senalizacion, las
cuales introducen cambios fisiologicos o
bioquimicos en el organismo, tal como lo
hace el oxigeno, el diéxido de carbono,
oxido de nitrogeno o los gastrotransmisores
(Reece et al, 2011). Se tienen también las
biomoléculas hidrofilicas que gracias a su
selectividad polar generada por el contacto
con el agua son capaces de formar bicapas
y evitar el contacto con otros medios
acuosos; es importante mencionar que las
moléculas de senalizaciéon son usualmente
mas pequenas que los quimiorreceptores.
La secuencia de intercambio de informacién
entre células vecinas se resume a tres pasos:
recepcion, transduccion y respuesta. La
recepcion es el proceso mediante el cual un
ligando entra en contacto con el receptor.
Por otro lado, la transduccion se refiere
a la transformacion de un tipo de senal
o energia en otra de distinta naturaleza,
es decir, la célula convierte determinada
senal o estimulo exterior en una respuesta
especifica. Este es el momento en el que
el receptor puede cambiar de forma y
modificar la conformacion de las moléculas,
lo que da lugar a lo que se le conoce como

camino de senales de transduccion, que
cominmente sirve para amplificar una
senal inicial. Finalmente existen distintas
respuestas que pueden ocasionarse debido
a la amplificacion de la senal recibida,
la porcién de ADN presente en el niucleo
puede transcribirse, por ejemplo.

Existen células que tiene contacto di-
recto una con la otra, en este caso hay
uniones entre ellas, pequenas conexiones
que funcionan como medio de transporte
para iones o proteinas. A su vez, cuando
las células no estan unidas hay diferentes
tipos de interconexion entre ellas; en la
senalizacion paracrina se secreta un ligando
que induce cambios en las células cercanas,
se altera el comportamiento o la diferen-
ciacion celular en los receptores y su efecto
depende del gradiente de concentracion.
Lateralmente, el intercambio de mensajes
sinapticos involucra neurotransmisores,
lo que permite la dispersiéon de impulsos
eléctricos entre neuronas y por ende el
funcionamiento del sistema nervioso, todo
a través de las espinas dendriticas; estos
receptores son selectivos, actiian como un

-

L

Figura 1: Secuencia de intercambio de informacion intercelular. Se representa la inter-
accion receptor-ligando, la transduccién (amplificacién de senales moleculares) y una
respuesta fisiologica especifica, la transcripcion de ADN en el nicleo celular.
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filtro para ciertas moléculas e incluso po-
seen organelos que son capaces de cambiar
la densidad proteica como respuesta a la
alteracion de la frecuencia de informacién
recibida, de esta forma mantienen una
actividad neuronal constante (Shah, M. M.,
2014). Por tltimo, la sefializacion endocrina
produce sustancias especiales que son libe-
radas en el torrente sanguineo, viajan por
este medio hasta alcanzar su objetivo, tales
sustancias son conocidas como hormonas.
En sintesis, las moléculas de senalizacion
pueden generar procesos dentro y fuera de
las células, con respuestas locales o globales.

Para reducir el alcance de las compo-
nentes moleculares que se consideran en
este articulo, nos concentramos en el estudio
de los receptores de membrana, parte fun-
damental del primer paso de transmision de
informacion intercelular. Estos receptores
son extremadamente importantes debido
a las caracteristicas que aportan a las
células; los quimiorreceptores son capaces
de modificar el comportamiento fisiologico
a través de su interaccion con el medio en
el que se encuentra, sin mencionar que los
receptores y ligandos son los candidatos
perfectos para su manipulacion; se puede
alterar la estructura del receptor-ligando
para lograr una asociacion o disociacion
de la constante de corriente de difusion
y, como consecuencia, de las capacidades
de senalizacién celular (Lauffenburger &
Linderman, 1993). Si se quiere comprender
cuantitativamente los efectos observados en
sistemas complejos, en donde la conducta
queda sintetizada en parametros exactos
medibles, como la concentracién o corriente
de difusion, es necesaria la introduccion
de un modelo matematico. Las ecuaciones
de difusion son capaces de modelar el
fenomeno de la comunicacién intercelu-
lar, ademéas de dar informacién sobre la

estructura de la naturaleza microscopica
y de la geometria de los receptores de
membrana. En las siguientes secciones de
este articulo se hablara sobre los dife-
rentes modelos de quimiorrecepcion y la
extrapolacion de los resultados obtenidos
por Dudko, Berezhkovskii y Weiss para la
comparacion entre la difusiéon de moléculas
de senalizacion hacia quimiorreceptores
elipticos y quimiorreceptores circulares,
ambos parcialmente absorbentes sobre una
célula con membrana esférica.

La Descripcion Macroscopica del
Movimiento Molecular

Generalmente, es dificil lograr una simpli-
ficacion en los sistemas biologicos, pues
la interconexion de las componentes que
forman su organizacién es muy compleja,
debido a eso, los modelos matematicos son
considerados la via de la estructuracion de
hipotesis, ya que permiten el reconocimien-
to completo de las variables y parametros
requeridos para el entendimiento de feno-
menos naturales. La difusion es de gran
ayuda para el analisis cuantitativo del mo-
vimiento aleatorio de particulas inmersas en
un fluido, el movimiento browniano (Braun
E., 1995), ademas de ser capaz de guiarnos
cualitativamente en la comprension de los
efectos observados microscoépicamente a
través de un estudio macroscépico.

La difusion es la migracién aleatoria
de moléculas o particulas pequenas como
consecuencia del movimiento causado por
la energia térmica y choques al azar con
las moléculas vecinas del medio en el
que se encuentra, generalmente un medio
acuoso. Las ecuaciones de Fick modelan
este fenémeno de transporte de materia
analiticamente, fueron propuestas por el
cientifico aleman Adolf Fick en 1855 para
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explicar este comportamiento, tiempo des-
pués fueron reconocidas como las leyes que
gobiernan el transporte de materia, estas
dos relaciones matematicas se escriben a
continuacion

J = —DVC(F,1),
dC (7, 1)

ot

(1)
(2)

En donde J es el flujo de particulas por
unidad de area por unidad de tiempo,
D el coeficiente de difusion, que en este
articulo se supondré constante, y C(7,t)
la concentraciéon de sustancia difundida
que depende del tiempo y de la posicion.
La primera ecuacion dice que el flujo de
particulas sumergidas en un medio acuoso
tiene una direccion preferencial, va desde
una region de alta concentracion a las
regiones de baja concentracion, ademas, si
las particulas estan uniformemente distri-
buidas la variaciéon de concentraciéon en el
espacio es nula, su derivada espacial es cero,
y por transitividad el flujo de particulas
también lo serd; cuando esto sucede se dice
que el sistema esti en equilibrio. Por otro
lado, analizando la segunda ecuacion, se
puede ver que si la pendiente de descripciéon
es constante entonces la concentracion es
estacionaria, lo que se traduce fisicamente
en que entran tantas particulas en lugares
de baja concentracion como salen de un
espacio de alta concentracion. Resolver las
ecuaciones de difusion significa conocer las
fluctuaciones de densidad de sustancia en
el tiempo y en el espacio, lo que permite
caracterizar al sistema e incluso hacer pre-
dicciones de su comportamiento a tiempos
posteriores, algo que resulta sumamente
util cuando se tienen condiciones a la
frontera especiales que simulan los sistemas
biolégicos microscopicos. Sin embargo, este
proceso no resulta siempre sencillo, princi-

= DV?C(7,1).

palmente por dos factores, el acoplamiento
espacial-temporal y las condiciones a la
frontera. Aunque si dentro del sistema en
donde ocurre la difusion existe el mismo ni-
mero de fuentes y sumideros la distribucién
de moléculas en el espacio no sera uniforme,
en vez de esto se aproximara a un estado
estacionario (lo que se asemeja bastante a
nuestros intereses biolégicos), en donde las
variables que definen su comportamiento
permanecen invariantes respecto al tiempo
t, en el limite de esta aproximacion se
tendra que

AC(7,1)
ot

Esta consideracion reduce a la ecuacién (2)
a la ecuacion de Laplace, a saber

— 0.

V2O (7,t) = 0. (3)

La simplificacion representa una gran
ventaja, pues la ecuacion de Laplace ha
sido profundamente estudiada en la rama
de electromagnetismo, en particular en la
electrostatica. A continuacion, se hablara
de los elementos del modelo esférico celular
con quimiorreceptores en la superficie y
el uso de la ecuacién (3) en la descrip-
cion de la constante de corriente de difusion.

Elementos Matematicos para el Modelo
de Receptores de Membrana El transporte
de moléculas de senalizacién es efectuado
principalmente por difusién, el movimiento
esta limitado por la viscosidad, no por la
inercia de las particulas. La energia térmica
es suficiente para perturbar el movimiento
de la particula en cuestion. En esta seccion
se hablara de los modelos matemaéticos que
conducen a la descripcion de la recepcion
de ligandos en una célula. Consideremos
una esfera absorbente de radio a, que bien
puede modelar a una micela o proteina
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esférica, inmersa en un medio difusivo
infinito y con algunas condiciones especia-
les, tal que cuando los ligandos entran en
contacto con su superficie son absorbidos
completamente y por lo tanto quedan fuera
del conjunto inicial de concentracién en el
medio. La condicién a la frontera de paredes
absorbentes queda bien definida si se exige
que en r = a la concentracion sea cero
(i.e. C(a) = 0). Es conveniente trabajar
con coordenadas esféricas, de esta manera
que el laplaciano de la concentracion,
despreciando variaciones en las direcciones
angulares, es

1 d,6 ,dC
4
r? dr( dr (4)
La solucién para C(7) que cumple con las
condiciones a la frontera esta dada por

O(F) = Coo(1 = ). (5)

Cs es la concentracion para puntos lejanos
a la célula. Mediante esta cantidad es
posible encontrar la expresion matematica
para el flujo y la corriente de difusion, que
se relacionan a través de I = A - J siendo
A el area transversal asociada a la esfera.
La corriente resulta

el ()

I4sp = 47 DCya. (6)

La corriente es proporcional no al area de
la esfera, sino a su radio. A medida que a
incrementa el area superficial crece como a?
pero el gradiente de concentraciéon decrece
como 1/a. Este resultado es simple pero
fundamental para el desarrollo de la teoria.

Por otra parte, es preciso mencionar el estu-
dio de la difusién hacia un disco absorbente
que descansa sobre un plano reflejante.

La difusién hacia un disco absorbente

Figura 2: Absorbente esférico de radio a en
un medio infinito que inicialmente contiene
una concentracion Cy, la cual logra man-
tenerse constante muy lejos de la superfi-
cie. Las flechas indican la direccién del flujo
mientras que las moléculas de senalizacion
de se muestran en color rojo.

Figura 3: Distribucion de concentracion ha-
cia un absorbente esférico perfecto de radio
a. En rojo a = 0.5, en verde a = 1 y en azul
a=2.
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es un modelo que permite ampliar los re-
sultados obtenidos por Berg y Purcell (BP)
a otras geometrias de interés en el estado
estacionario con estas mismas propiedades,
como la difusién a través de una pared
que separa dos medios semi-infinitos, un
absorbente eliptico o la difusion a través
de N discos absorbentes en una superficie
esférica, de ahi su gran importancia en los
distintos sistemas solubles con las ecua-
ciones de Fick independientes del tiempo.
Se considera una superficie absorbente en
forma de disco de radio s en un medio
semi-infinito. Al igual que en el modelo de
célula esférica, cada particula que entra
en contacto con la superficie se extrae del
conjunto inicial de moléculas. Se supone
que la coordenada cilindrica esta sobre la
superficie absorbente; el eje central pasa
perpendicularmente a través del area de
interés. Sea r la distancia radial medida
desde el eje central y z la direccion axial en
el plano, tal como se muestra en la siguiente
figura.

Figura 4: Representacion de un disco absor-
bente, en amarillo, de radio s en el plano
frontera de un medio semi-infinito, que se
pinta en azul. Las lineas de flujo van en di-
reccion -z.

El proceso para obtener la expresion
analitica de la concentracién en este caso

no es simple, pero la estructura de la
corriente de difusion resulta serlo,

. EET TP == -
. T, !
by %
O
& =, 3 !
o 4 |
S . 1
Pl "
-5 0.6 ' .
: I
=0.5 ’ I
0 2 4 [ B 10

Figura 5: Lineas de flujo J, en funcion de la
distancia radial r para distintos valores de

s. En azul s = 2, en verde s = 5 y en rojo
s = 10.

El parametro que indica la capacidad de
absorcion en una célula esta contenido en
la forma en la que se escribe la corriente
de difusion y es llamada la constante de
corriente de difusion, es decir, la parte de
las ecuaciones (6) y (7) que es independien-
te de la concentracion constante a grandes
distancias, C,. Es asi como se obtiene la
constante de Smoluchowski

ks = 4w Da, (8)

y la constante de Hill

kH = 4D$,

respectivamente. Estos valores
teristicos seran ttiles en las siguientes
secciones para la deduccion de resultados
y comparacién de efectividad de nutricién
en diferentes geometrias de quimiorrecep-
tores, pues indican el nimero de ligandos
difundidos por unidad de tiempo a través

(9)

carac-
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de la superficie absorbente. El modelo
de la célula esférica es una combinacion
del absorbente esférico perfecto y el disco
de Weber, que son los elementos para la
creacion de los modelos celulares.

Modelo de Célula Esférica, Efecto
de Interferencia y Selectividad de
Ligandos.

La ecuacion del estado estacionario es
analoga a la ecuacion para el potencial
electrostatico en un espacio libre de carga
(Berg, H. C. & Purcell, E. M., 1977), esto
implica que la corriente de difusiéon puede
escribirse como

I =47 DcCly. (10)
Siendo ¢ la capacitancia eléctrica de un
conductor aislado con la misma forma y
tamano que el absorbente. La concentra-
cion C4 es analoga al potencial V' en los
sistemas eléctricos, en los cuales se obedece
la ley de ohm; esta ley establece que la
corriente en un resistor es igual a la caida de
potencial entre las terminales dividida por
la resistencia. Entonces, si se quiere conocer
la corriente de difusién en un absorbente
puede calcularse la capacitancia del sistema
eléctrico e introducirla en (10), siempre y
cuando el absorbente de interés cumpla
geométricamente con las caracteristicas
de superficie equipotencial. Al resolver
el problema de N discos absorbentes en
una superficie esférica, que simula a una
célula, se utiliza el andlogo eléctrico en una
forma alternativa: Se supone una esfera de
radio a inmersa en un fluido que contiene
particulas brownianas, cuya concentraciéon
no cambia en el tiempo, de tal forma, que
los quimiorreceptores pueden considerarse
como unidades absorbentes sobre la super-
ficie esférica. Cada uno de estos parches es

circular y de radio s, inmersa en un fluido
que contiene particulas brownianas, cuya
concentracion no cambia en el tiempo, de
tal forma, que los quimiorreceptores pueden
considerarse como unidades absorbentes
sobre la superficie esférica. Cada uno de
estos parches es circular y de radio N
veces el area de un solo parche, Nms?,
mientras que el area de la célula es 4ma?.
La fraccion cubierta por los receptores esta
determinada por la relacién que sigue

Ns?
=5
Las caracteristicas de los receptores fueron
ya presentadas, en cambio la superficie
esférica a la cual los receptores estan
anadidos es ahora impermeable y por lo
tanto el flujo en cualquier punto de ella es
cero. Se busca la corriente de difusion del
sistema considerando que la concentraciéon
a grandes distancias es constante e igual a
Cs. En el caso extremo, cuando N = 1,
teniendo en cuenta que s < a, se puede
pensar que el comportamiento de la corrien-
te es el mismo que cuando se tiene un disco
absorbente en un plano que delimita un
medio semi-infinito, lo cual corresponde al
disco de Weber. Con receptores lo suficien-
temente separados se dice que la corriente
resultante sera proporcional a N, esto da
lugar al caso extremo contrario, teniendo
un namero de parches tan grande que
practicamente toda la esfera esta cubierta
de ellos y es en su totalidad absorbente.
Este escenario representa el maximo en la
corriente y se recupera el resultado de la
ecuacion (6), la constante de Smoluchowski.

Si la densidad de receptores en la su-
perficie es baja entonces el problema de las
particulas en difusion es aditivo y se reduce
a la descripcion de los puntos intermedios,
esto permite que la corriente se pueda
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escribir como

Lap = NkyC(a). (11)

Usando la primera ecuaciéon de Fick se tiene
que

oC
#4Dm‘ = NkyC(a).

Integrando en el espacio en donde la
concentracion no es nula y haciendo el
limite cuando r — oo se construye una
expresion analitica para la concentracion
en la superficie, esto es

— COO
4 Y
47 Da
Hay dos limites en para la concentracion so-
bre la membrana celular; cuando % > 1
se recupera la condicion del absorbente
esférico perfecto C(a) — 0. El siguien-
te limite es cuando ﬁ lgfz < 1 entonces
C(a) = C. La capacidad de absorcion
se vuelve tan baja que la concentracion
de moléculas es uniforme. Se concluye
que la capacidad de recepcion de ligandos
no se ve afectada al anadir una distribu-
cion de receptores circulares en la superficie.

C(a) (12)

Al sustituir la ecuacién (12) en la pro-
puesta (11) y dividir entre la concentracion
Cy, el resultado para la constante de
corriente de difusion es

Ns

kap = Kg——.
AE SN3+a7r

(13)
Este resultado fue presentado por BP
en 1977 como una representacion de la
absorcion de nutrientes en una micela
o proteina esférica, una estructura de
agrupacion molecular que une un conjunto
que particulas. Probablemente, una de
las condiciones mas importantes bajo la

cual la igualdad representada en (13) es
valida es la escala de separacion entre
parches absorbentes vecinos, ya que si es lo
suficientemente grande se puede despreciar
el efecto de sumideros entre receptores
(i.e. para un nimero de parches grande los
quimiorreceptores comienzan a interferir
entre si, comportandose uno como sumidero
en la vecindad del otro.). Sin embargo, las
simulaciones de dinamica browniana mues-
tran inconsistencias conforme el namero
de receptores aumenta y el area ocupada
por los parches circulares sobre la esfera
se vuelve més grande. Cuando un cuarto
de la membrana es cubierto por receptores
los resultados de la simulacién son 5 % mas
grandes que la prediccion en el modelo
de BP (Zwanzig, R. ,1990). Es necesaria
la inclusion del efecto de interferencia
y permeabilidad en los receptores. La
modificacion de Zwanzig para incluir los
sumideros consiste en un factor extra en
un término del denominador de kugp que
considera el espacio no ocupado por los
receptores (1 — o). Esta modificacién altera
el calculo de la constante de corriente de
difusion, que se escribe ahora como sigue

Ns

k,=k .
SNS+7T(Z(1 —0)

(14)

El resultado anterior se puede generalizar
considerando que los receptores no son to-
talmente absorbentes, sino que en ellos mis-
mos hay un proceso de selectividad, en otras
palabras, se tienen parches parcialmente ab-
sorbentes. Las condiciones a la frontera se
ven modificadas por una constante de per-
meabilidad en donde se guarda la informa-
cion de aceptacion y rechazo de las molécu-
las de senalizacion, los cambios son eviden-
tes en las ecuaciones para el flujo de difusion

oC
Dﬁ = kC.
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En la nueva condicién se puede ver que si
k — oo los receptores son perfectamente
absorbentes, mientras que para una cons-
tante k que es finita se logra la propiedad
de filtraciéon de particulas a través de los
parches, finalmente cuando k — 0 la super-
ficie es completamente reflejante. Mediante
la aproximacion de medio efectivo, Zwanzig
y Szabo deducen la forma analitica de la
constante de corriente de difusién cuando
estan presentes tanto la interferencia como
la selectividad, esta relacién se escribe a
continuacion

1 1 (1-0 1

. ks | Nkn | Nkrst

Cabe recalcar que en los resultados anterio-
res se supone que los receptores o parches
absorbentes son siempre de forma circular,
esta suposicion puede alejar al modelo
de la realidad, es por esa razén que una
formulacion teoérica de receptores no circu-
lares es necesaria, en la siguiente seccion se
habla de la generalizacion de la constante
de corriente de difusiéon para receptores de
cualquier forma que descansan sobre un
plano reflejante.

(15)

Quimiorreceptores de  Diferentes
Geometrias

Para alcanzar la generalizacion de la
ecuacion (15) a receptores de geometria ar-
bitraria es necesario modificar la expresion
para la constante kz y el area ms?, por sus
correspondientes menos particulares. Uno
de los sistemas que surge como expansion
natural de los receptores circulares son los
receptores elipticos de semieje mayor a; y
semieje menor as, ya que en el caso en que
a; = ay se recupera la simetria circular (ver

figura 6).

Durante la investigacion se replicaron los

L
=

——— ag—————*

Figura 6: Quimiorreceptor eliptico con se-
mieje mayor ap, semieje Menor as y excen-
tricidad € en una superficie reflejante.

resultados de Dudko, Berezhkovskii y Weiss
mediante la comparacion dimensional de
la constante de corriente de difusién para
receptores de geometria eliptica, una de
ellas obtenida mediante el calculo de la
capacitancia en el analogo eléctrico y otra
resultante de una propuesta puramente
geométrica. Por el método del calculo de la
capacitancia del sistema se consigue escribir
la constante de corriente como

2w Day
ko =" "" 1
€ k?ei(é) ( 6)
Con
/2 A6
Eei(€) :/ —_— (17)
0 +v/1—¢€2sin’d

Bajo la aproximacion de valores pequenos
para la excentricidad € se obtuvo que
€2 bet

ke :4DCI,1 |:1 — — — = +O(€5)

4 64 (18)

Por otro lado, la propuesta geométrica en la
constante corriente, resultante del analisis
de las unidades del coeficiente de difusion,
la concentracion y la propia corriente es

21+21}

ke = AP D).

(19)

7-‘-1—1)
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En donde v es un parametro por deter-
minar, A es el area del receptor y P su
perimetro. El factor numérico es obtenido al
requerir que (19) se reduzca correctamente
a la constante de Hill si se trata de un
receptor circular. Se supone una elipse cuya
area y perimetro quedan determinados por

Ac=malV1—e,y
/2
P, = 4a4 / V1 — e2sin® 0db,
0

respectivamente. Introduciendo las 1l-
timas cantidades en la ecuacién (19) y
aproximando para valores pequenos de la
excentricidad se tiene que

2

aproxr __ - E__i 4
k. 4a,D[1 1 64(1 + 2v)e

+ O(€)].

(20)

Mediante una comparacion directa de las
ecuaciones (18) y (20) se infiere que v = 5
y por lo tanto la ecuacién (19) toma la
siguiente forma

2BAP\ Y3
o= (247"
T

La importancia de la ecuacién (21) es que se
puede utilizar en cualquier tipo de receptor
sobre cualquier tipo de superficie reflejante
y equipotencial. La expresion general para
la constante de corriente de difusion en N
parches parcialmente absorbentes de forma
arbitraria en una superficie con condiciones
a la frontera de reflexion, en la cual se
considera el efecto de interferencia entre
receptores vecinos, queda completamente
determinada por la siguiente expresion
(Dudko, O.k., Berezhkovskii, A. M. &
Weiss, G. H., 2004)

(21)

1 1

(1—o0) N 1
Nke  NkAgp'

kp

k|

(22)

donde kpr es la constante de corriente de
difusion de la superficie en donde descan-
san los parches cuando esta se considera
completamente absorbente, mientras que
ke es la asociada a la geometria de los
receptores sobre la membrana reflejante;
o es la cantidad de area ocupada por los
parches y Agr el area de estos tltimos,
finalmente la constante de permeabilidad &
es la responsable de la selectividad en los
quimiorreceptores, contiene la informacién
de seleccion de particulas que pasan a
través de las paredes de la membrana.
La derivacion de esta ecuacion permite
calcular kp de forma rapida y eficiente si
se conocen las cantidades requeridas, que a
su vez no resultan dificiles de calcular, al
menos en el caso de kg, siempre y cuando
se tengan en cuentas las consideraciones
en su deduccién. Se puede calcular incluso
la corriente si se tiene conocimiento del
comportamiento de la sustancia en difusion
a distancias grandes de la célula. En el caso
de tener una combinacion de parches con
caracteristicas distintas sobre la membra-
na, digamos perfectamente absorbentes y
selectivos entonces la ecuacion correcta es

1 1 (1-o0) 1

foo  Fn | Nk T NokAn

(23)

Siendo N; el namero de receptores to-
talmente absorbentes y N el nimero de
parches con un grado de permeabilidad
asociado. Si el niimero de parches con filtro
es nulo entonces el tltimo término de la
ecuacion (23) no tiene lugar y regresamos a
la formulacién de Zwanzig escrita en (14).
Con esto es posible hacer un estudio de
lo que sucede en una célula esférica que
contiene receptores circulares, elipticos o de
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cualquier geometria.

Receptores Elipticos en una Cé-
lula con Membrana Esférica

Regresemos al modelo de la célula esférica
propuesto por BP, en especifico a la ecua-
cién (13). Se puede ver que la constante de
corriente de difusion asociada a la esfera
con quimiorreceptores en la superficie es
menor a la constante de Smoluchowski
por un factor de 1 + ma/Ns. Ademés,
dicha corriente de difusién alcanza su valor
méximo cuando N = ma/s, un numero
de receptores sorprendentemente pequeno
relativo al tamano de la célula completa.
Teniendo en mente que una célula es 5000
veces mas grande que los quimiorreceptores
o las moléculas de transporte, (Berg, H
C., 1983) se puede tener una aproximacion
del niimero de parches necesarios con la
capacidad de absorber la mitad de las
moléculas de senalizacion que una célula
con membrana perfectamente absorbente
recibiria. En otras palabras, podemos
comparar directamente la efectividad de
absorcion de particulas en dos escenarios
distintos; uno en donde se tienen receptores
circulares uniformemente distribuidos sobre
la superficie y otro en donde una esfera
cuenta con un hemisferio completamente
absorbente y otro perfectamente reflejante.

Calculando a través del maximo se obtiene
que el namero de receptores que iguala al
hemisferio absorbente es N,,qz 15700,
una parte pequena de la superficie de la
esfera completa. Esta cantidad representa
una fraccién de 1/6250, es decir, el namero
de receptores requeridos para alcanzar kg/2
es minimo, debido a esto es posible imple-
mentar miles de tipos de quimiorreceptores
o parches selectivos, todos con diferentes
caracteristicas e independientes uno del

otro, lo que se asemeja a o que es una
célula real (Galanti et al, 2018). Ademas de
esto, se permite una distribucién uniforme
de receptores lo que hace que se pueda
despreciar, para efectos practicos, el efecto
de interferencia introducido por Zwanzig.
Si queremos considerar quimiorreceptores
permeables en una célula esférica de radio
a la ecuacion (22) es ahora

L1,
Nkkg'

= — 24
kpp ks (24
Para receptores circulares, usando la cons-
tante de Hill se obtiene que

1
mTa -
1
* Nks

(25)

A medida que k disminuye la capacidad de
absorcion en la célula también lo hace, los
receptores se hacen menos eficientes y en-
tonces el nimero de parches necesario para
absorber la misma cantidad de proteinas
aumenta. El valor de N que hace que se
alcance la mitad de kg en esta geometria
esta dado por

Niaz:e = ? (26>
s
Para poder visualizar el niimero de recep-
tores que contiene una célula con estas
caracteristicas definimos los valores estan-
dar en la literatura, (Berg, H. C. & Purcell,
E. M.,1977) a = 5um, s = 10A y una
permeabilidad del 50 %, es decir & = 0.5.
Con esto el namero de receptores es
Npaze = 31416. Naturalmente se necesitan
mas receptores que cuando se consideraba

k — oo.

A continuacién, se presenta una grafi-
ca del comportamiento del ntmero de
receptores en funciéon de la constante de
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permeabilidad o seleccion.

400 00
35000
30000
25000

Z 20000
15000
10000
5000

Figura 7: Numero de receptores circulares
de radio s necesarios para alcanzar kg/2 en
funcién de la constante de permeabilidad k.

Usando la ecuacion (18) y (24) se encuentra
la constante de corriente para receptores
elipticos de semieje mayor a;, semieje
menor ay (as = $) y excentricidad €, a saber

1
kg =k 27
51 N may/ 1 — €2 (27)
e bet
N 1————
bz { 1 64}
El valor maximo para N es
/T _ 2
Nmax:e - a 2 ‘ 17 (28)
kas |1— S — o
2 4 64

Mientras la excentricidad crece el ntmero
de receptores disminuye, aunque es impor-
tante tener en cuenta que la excentricidad
debe ser un numero pequeno, ya que la
constante k. se encuentra suponiendo que
€ tiende a cero. Con los valores estableci-
dos como estandar para la escala celular y
€ = 0.1, la aproximacion da como resultado
Noaze = 31337. La dependencia de Np,uz:c
en funcion de la excentricidad se puede ver

graficamente en la siguiente figura.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 8: Numero de receptores elipticos con
semieje mayor a;, semieje menor as y per-
meabilidad £ = 0.5 en funcién de la excen-
tricidad €, dividido entre el ntimero de re-
ceptores necesarios para cuando se trata con
parches circulares.

Para una mejor apreciacion de este resulta-
do se calcul6 el area superficial ocupada por
los receptores elipticos haciendo una expan-
sion a cuarto orden del area absorbente,
que en términos del ntimero de receptores
en los dos sistemas y o es

Naz:e e 3¢
— tmame (4L 5 2% ) o 9
¢ Nmax:c(+2+8)" (29)

Naturalmente, se necesitara mas espacio en
la membrana celular si se utilizan recepto-
res elipticos con la condicion de que ay = s,
pero ;cuanto, exactamente? Con los resul-
tados obtenidos anteriormente se puede ver
que se necesitan alrededor de 80 recepto-
res menos que si se utilizan receptores cir-
culares. Comparando la superficie ocupada
o con ¢ y haciendo que el semieje menor
de la elipse coincida con el radio del par-
che circular (lo que reduce y restringe la
deformacion de la elipse) se encuentra que

—‘Z%;”Zj = 0.997487. Este niimero nos di-

ce que los receptores elipticos ocupan solo
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5}

Excentricidad € | Npaze — Nmaze | (1 — %)
0.1 80 1/400
0.2 320 1/100
0.3 738 1/50
0.4 1361 1/25

Tabla 1: Contraste de los parametros en los sistemas circular y eliptico en funcién de la
excentricidad. Se muestra la excentricidad, la diferencia en ntimero de receptores sobre

la superficie, Nyaz:c —
circulares sobre la membrana celular.

0.25 % mas espacio que los parches circula-
res, una cantidad minima si se piensa que
el sistema circular ocupa aproximadamen-
te 1/30000 de la membrana celular en esta
configuracion permeable.

Una distribucion de quimiorreceptores es
tan buena como el absorbente esférico
perfecto. Se puede decir entonces que
lo 6ptimo es que una célula tenga qui-
miorreceptores elipticos; a través de esta
geometria la célula puede absorber las
moléculas de senalizacion presentes en el
medio de difusién sin la necesidad de un
gran niamero de parches, esto permite que
se puedan tener receptores de diferentes
tipos y con diferentes propésitos. Contar
con una efectividad o6ptima de absorcion
en la membrana celular se traduce en
senalizacion e intercomunicaciéon continua
entre células con diferentes mecanismos
de recepcion de ligandos, locales o de
largo alcance. Es necesario reconocer la
importancia de la recepcion de particulas
y como es que la capacidad de absorcion
de una célula esta directamente relacionada
con el buen funcionamiento de los procesos
biolégicos, desde el metabolismo hasta las
redes neuronales.

Niaze, v la fraccion de area adicional a la que cubren los parches

Conclusiones

En el articulo se presenté uno de los pro-
blemas de encuentros biomoleculares mas
importantes en la biologia y fisicoquimica,
la admision de moléculas de senalizacion
en receptores de membrana. Dentro de la
investigacion se analizaron distintos mode-
los de quimiorrecepcion, desde el sistema
clasico de BP hasta la extrapolacion de
la generalizacion a receptores de forma
arbitraria en donde se consider6 el efecto
de interferencia y selectividad. Este analisis
conduce a conclusiones sorprendentes. La
geometria mas eficiente en los receptores de
membrana resulto ser la geometria eliptica,
en donde, debido a la gran disponibilidad
de espacio, es posible despreciar el efecto
de interferencia propuesto por Zwanzig.
Ademéas de la optimizacion, este tipo de
parches permite la implementacion de otros
quimiorreceptores con distintos funciona-
mientos y propositos, lo que se asemeja
mas a la naturaleza, con un costo en el
espacio ocupado despreciable del orden
de 833 x 107% Sin mencionar que los
receptores elipticos admiten la deformacion
de los canales mediante a variacion de la
excentricidad, lo que permitiria regresar a
la anatomia clasica con parches absorbentes
circulares o incluso modificarse a formas
mas complejas para adaptarse a la es-
tructura de los ligandos. El entendimiento
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de los detalles detras del fenémeno de
senalizacion es de gran interés para la
comunidad cientifica y la geometria de los
receptores tiene un papel fundamental en
el proceso de adaptacion espacial para la
recepcion nutrientes o el rechazo sustancias
toxicas en una célula. La descripcion ex-
puesta en este articulo sobre la estructura
y geometria de los receptores de membrana
brinda caracteristicas importantes para
la bioingenieria celular sobre la relacion
entre receptor-ligando y sus propiedades
moleculares; a través de ellas, se pueden
mejorar los modelos cuantitativos para la
modificaciéon parametros que gobiernan
la intercomunicacién celular, una técnica
que ofrece incontables aplicaciones en
biotecnologia, ya sea en el sector cientifico,
industrial o farmacéutico, como lo es la
creacion de medicamentos que imitan,
regulan o interfieren en la liberacion de
moléculas de senalizacion, por ejemplo.
Sera necesario comparar los resultados
expuestos con las simulaciones de dina-
mica browniana para seguir descifrando
propiedades de la estructura celular en la
naturaleza, nuestra respuesta, receptores
elipticos de membrana; la clave para una
absorcion efectiva.
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