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Resumen

El flujo de fluidos se fundamenta en las
ecuaciones de transporte de masa y de
cantidad de movimiento, las cuales son
ampliamente aceptadas en la comunidad
cientifica. Sin embargo, el éxito en la apli-
cacion de estas ecuaciones se ve compro-
metido si no se utilizan las condiciones
de frontera adecuadas. En este trabajo se
discute acerca de la condicion de desliza-
miento de Navier, la cual ha sido ignorada
durante mas de un siglo por la comunidad
cientifica y en su lugar se ha usado una
condicion de no deslizamiento. Solo re-
cientemente la condicién de deslizamiento
ha recobrado relevancia debido al tipo de
aplicaciones actuales, donde el uso de la
condicion de no deslizamiento ha dejado
de ser pertinente, por ejemplo, en aplica-
ciones que involucran medios porosos.

Palabras clave: Condicion de desliza-
miento, condiciones de frontera, superfi-
cies rugosas, flujo en medios porosos.

Abstract

Fluid flow is based on mass transport and
momentum equations, which are widely
accepted within the scientific communi-
ty. However, the success in applying the-
se equations is compromised if proper
boundary conditions are not used. This
paper discusses the Navier slip condition,
which has been ignored for more than a
century by the scientific community and
a no-slip condition has been used instead.
Only recently has the slip condition regai-
ned relevance due to the type of current
applications, where the use of the no-slip
condition is no longer justified, for exam-
ple, in porous media applications.

Keywords: Slip conditions, boundary
conditions, rough surfaces, flow in porous
media.

1. Introduccién

La historia de la mecanica de fluidos pue-
de remontarse hasta los antiguos griegos
quienes buscaron entender las fuerzas de
flotacion y usar la fuerza de los fluidos
para beneficio de la sociedad. Sin embar-
go, los fundamentos fisicos y matemati-
cos para explicar el flujo de fluidos se es-
tablecieron hasta los siglos XVII y XVIII
con las notables aportaciones de New-
ton, Euler, Bernoulli, entre otros. Fue en
el siglo XIX cuando se desarrollaron las
ecuaciones fundamentales que describen
el movimiento de fluidos, lo cual no fue
sencillo e implic6 un gran debate entre
las comunidades de matematicos, fisicos
e ingenieros de la época. Las discusiones
culminaron en la formulacién de la ecua-
cion de Navier-Stokes. Esta ecuacion solo
pudo ser resuelta bajo condiciones de flujo
reptante (es decir, sin inercia), las cuales
no eran las que tenian el mayor interés
practico. Fue en el siglo XX cuando pudo
llevarse a cabo la solucién aproximada de
esta ecuacion usando métodos numeéricos
(Darrigol, 2005). De hecho, actualmente
se cuenta con software computacional con
el que es posible resolver estas ecuaciones
en un tiempo considerablemente menor al
que se requeria, por ejemplo, hace 70 anos.
De hecho, la solucién analitica de la ecua-
cion de Navier-Stokes sigue siendo un reto
hasta el momento y constituye uno de los
problemas del milenio.

Es importante mencionar que la solucién
de una ecuacion diferencial requiere de
suficientes condiciones de frontera e ini-
ciales, que deben considerarse durante la
solucion particular de la misma. Las con-
diciones de frontera e iniciales especifican
los valores de las variables dependientes
(y/o sus derivadas) en determinadas posi-
ciones (condiciones de frontera) del siste-
ma o bien el estado del sistema al inicio del
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proceso (condiciones iniciales). De aqui se
deduce que los resultados que se obtienen
de las ecuaciones de Navier-Stokes no sélo
dependen de las suposiciones implicitas en
dichas ecuaciones, sino también de las con-
diciones de frontera utilizadas. En otras
palabras, pueden tenerse las ecuaciones
diferenciales correctas, pero si las condi-
ciones de frontera no son adecuadas para
el sistema que se esté estudiando, enton-
ces el resultado final no sera el correcto. El
objetivo de este trabajo es discutir acerca
de una condicion de frontera que fue for-
mulada en el siglo XIX por Navier y fue
ignorada en la mayor parte del siglo XX y
que en este siglo comienza a recobrar im-
portancia en la comunidad cientifica. Para
ello, el trabajo se organiza de la siguiente
forma: en la seccion 2 se presenta una re-
sefia sobre la condicion de deslizamiento,
desde sus inicios hasta la actualidad. Mas
adelante, se discuten sus aplicaciones en
el flujo en medios porosos en la seccion 3,
seguidos de algunos comentarios finales.
El texto esta escrito en una forma no espe-
cializada para facilitar la comunicacion de
ideas. Sin embargo, se incluye un apéndice
donde se presenta el formalismo matema-
tico de la condicion de deslizamiento.

2. Breve historia de la condicion
de deslizamiento

A principios del siglo XIX Navier (1822)
tenia un dilema: habia evidencia experi-
mental de que el agua no fluia igual en la
descarga de un tubo de vidrio que en otro
de cobre a pesar de usar, para ambos casos,
la misma fuerza impulsora (un gradiente
de presién), mismo diametro, longitud, etc.
Navier habia tenido éxito en el pasado al
imponer que en la frontera entre un sélido
inmévil y un fluido viscoso la velocidad del
fluido es la misma que la del sélido. A esta
condicion se le conoce como condicién de no
deslizamiento (ver figura la). Sin embar-

go, si la fuerza impulsora era la misma, las
dimensiones del sistema eran las mismas,
pero las velocidades de descarga eran dis-
tintas Navier ya no podia salvar la situacion
manteniendo la teoria exactamente igual.
Fue entonces que propuso una condiciéon de
deslizamiento, en la cual la componente del
vector de velocidad del fluido que es tangen-
te a la superficie del sélido no es igual a la
velocidad del sélido (ver figura 1b). La forma
matematica de la condicién de deslizamien-
to propuesta originalmente por Navier en
1822 se presenta en el apéndice. Gracias
a esta formulacion, Navier fue capaz de re-
producir satisfactoriamente los resultados
experimentales disponibles. Esta expresion
fue deducida mas adelante por Maxwell
(1879) mediante su teoria de colisiones en-
tre particulas. Mas atn, la condicién de des-
lizamiento de Navier es lo suficientemente
versatil para reducirse a la condicién de no
deslizamiento, si asi fuera el caso. Para en-
tender esto ultimo, es conveniente exami-
nar los tres casos mostrados en la figura 1.
En el primer caso no hay deslizamiento y la
velocidad del fluido se reduce a cero en la
frontera. En los otros dos casos se presenta
un deslizamiento parcial y uno perfecto. En
el deslizamiento parcial la velocidad del flui-
do no disminuye hasta cero en la interfase,
pero el fluido es frenado por la presencia del
solido. En este caso, se define una distancia
ficticia de penetracion, A, en la fase sélida en
la cual se alcanzaria la condicion de no des-
lizamiento. De esta forma, cuando A = 0 se
recupera la condicion de no deslizamiento
(ver el apéndice para la forma matematica
de la condiciéon de deslizamiento). Por 1lti-
mo, en el deslizamiento perfecto, el fluido no
es alterado por el sélido y mantiene su velo-
cidad. En este caso A — o ya que en ningin
lugar disminuye la velocidad.

A pesar del éxito de Navier y Maxwell, la
condicion de deslizamiento no gané popu-
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Figura 1: Esquema de tres tipos de deslizamiento entre un fluido y un sélido inmduil:
a) en la condicion de no deslizamiento la velocidad del fluido es cero,
b) en el deslizamiento parcial la velocidad del fluido se reduce, aunque no hasta cero en la frontera
y ¢) en el deslizamiento perfecto la velocidad no es afectada por la presencia del sélido.
Estos tres tipos de interaccion entre el fluido y el solido pueden describirse en términos de la
distancia ficticia de penetracion (M) del fluido en el solido.

laridad por mas de un siglo en la comuni-
dad académica y cientifica. Al punto que
actualmente son pocos los libros que men-
cionen la condicién de deslizamiento de
Navier y que dejen claro que la condicion
de no deslizamiento es una suposicion que
puede de hecho fallar en algunos casos.
Esto se debe a que en muchas de las apli-
caciones en fisica e ingenieria del siglo XX
se obtenia una buena concordancia entre
teoria y experimentos al imponer la condi-
cién de no deslizamiento debido al nivel de
escala y régimen de flujo que se considero.
Sin embargo, en este siglo se ha notado
que la condicion de no deslizamiento no
es adecuada para describir datos experi-
mentales en aplicaciones que incluyen el
transporte en medios porosos, microflui-
dica, sistemas biolégicos, disposicion final
de residuos radiactivos, entre otras. Lo
que tienen en comun estas aplicaciones es
que las fuerzas intermoleculares en el flui-
do son balanceadas por las fuerzas visco-
sas (o de corte) en la superficie del sélido.
Lo anterior se traduce en que el flujo del

fluido es mas rapido de lo que se obtendria
si se usa la condicion de no deslizamiento.

Superficie virtnal

Figura 2: Esquema del flujo sobre una super-
ficie rugosa identificando la zona de cambios
rdapidos de la velocidad y la superficie virtual.

Aunado a lo anterior, existe otra situacion
importante en la que se puede encontrar
una formulacion matematica equivalente
a la condicion de deslizamiento de Navier.
Esta situacion corresponde al flujo de flui-
dos sobre superficies rugosas. En este tipo
de aplicaciones, el describir detalladamen-
te la rugosidad de las superficies puede ser
computacionalmente prohibitivo, por lo
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que se ha propuesto utilizar condiciones de
frontera efectivas (ver, por ejemplo, Lacis y
col.,, 2020). Esta formulacién consiste en
definir una superficie virtual a una cier-
ta distancia de la frontera real en donde
se deduce una condicién de deslizamien-
to que captura la informacion esencial de
lo que ocurre cerca de la frontera rugosa.
Como se muestra en la figura 2, median-
te esta superficie virtual se puede definir
una zona de cambios rapidos de la veloci-
dad, la cual se distingue de la zona de cam-
bios mas lentos ubicada por encima de la
superficie virtual. Aunque evidentemente,
el uso de condiciones de frontera efectivas
es una aproximacion de la realidad, se han
obtenido resultados prometedores que su-
gieren su uso incluso bajo condiciones de
flujo turbulento (Bottaro, 2019). Este es
un tema de interés actual ya que el uso
de superficies rugosas disminuye el arras-
tre viscoso en las superficies sélidas. Esto
quiere decir, por ejemplo que, si se recu-
bren las alas de un avion o el toldo de un
auto con un material rugoso, podra redu-
cirse el consumo de combustible respecto
a situaciones donde la superficie es lisa.
Por 1ltimo, es importante mencionar que
el deslizamiento de un fluido puede tam-
bién deberse a un gradiente de concentra-
cién como lo propusieron Kramers y Kis-
temaker (1943). La forma matematica de
esta condicion de deslizamiento se incluye
en el apéndice, mientras que su significado
fisico es el siguiente: cuando los cambios
en la concentracion de una especie quimica
en un fluido son tales que se genere un con-
siderable gradiente de concentracion en la
superficie con el sdlido, dicho gradiente
puede promover el deslizamiento del fluido
sobre la superficie del sélido.

3. Flujo de gases en medios porosos
De entre las muiiltiples aplicaciones del
flujo deslizante, se escoge el flujo de gases

en medios porosos por su amplia gama
de aplicaciones en sistemas de interés en
ciencias basicas e ingenieria. Un medio
poroso puede entenderse como un siste-
ma constituido por una fase sélida (la cual
puede ser rigida o deformable) y una o
mas fases fluidas. Por lo regular este tipo
de sistemas involucran una separacion de
longitudes caracteristicas entre la escala
de poro (por ejemplo, el mayor diametro de
poro) y la escala del medio poroso (ver figu-
ra 3). En otras palabras, la longitud carac-
teristica del sistema es varios 6rdenes de
magnitud mayor que el diametro de poro.
Esta caracteristica permite desarrollar
modelos matematicos que aplican en un
nivel de escala intermedio entre la escala
de poro y la escala del sistema completo a
través de un proceso de escalamiento. Di-
cho procedimiento implica definir una re-
gién de promediado como la mostrada en
la figura 3 para filtrar sistematicamente
la informacion no redundante proveniente
del nivel de escala de poro. Por ello, estos
modelos también se califican como de me-
dio efectivo pues permiten concebir al sis-
tema como si fuera un medio continuo (es
decir como si fuera una pseudo-fase).

o
%ﬁ‘{

Region de promediado, ¥V

fase-3

fase-

Figura 3. Esquema de un medio poroso,
incluyendo longitudes caracteristicas
y a la region de promediado.
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Para el caso del flujo de gases en medios
porosos es conveniente definir al nimero
de Knudsen (Kn) como la razén entre la
trayectoria libre media entre moléculas y
la longitud caracteristica en la escala de
poro (Knudsen, 1950). Este nimero adi-
mensional es de suma importancia ya que
actualmente hay un cierto consenso en la
literatura respecto a las implicaciones fi-
sicas de sus valores. En este sentido, para
Kn<103, pueden usarse las ecuaciones de
Navier-Stokes para describir el flujo en los
poros junto con la condicién de no desli-
zamiento en la interfase sélido-fluido al
interior del medio poroso. Lo anterior se
debe a que en estas condiciones el arras-
tre viscoso en la interfase es tal que fre-
na por completo el movimiento del fluido.
Mads auin, para 103<Kn<10"' aun puede
utilizarse la ecuaciéon de Navier-Stokes,
pero debe usarse la condicién de desliza-
miento de Navier. El régimen comprendi-
do entre 10'<Kn<10 es de transicion y ya
no pueden usarse las ecuaciones de Na-
vier Stokes pues se viola la hipétesis del
continuo en la que se fundamentan. En su
lugar, pueden usarse aproximaciones de la
ecuacion de Boltzmann como son el mode-
lo de Bhatnagar—Gross—Krook o las ecua-
ciones de Burnett. Por iltimo, para Kn>10
deben usarse las ecuaciones de la teoria ci-
nética de gases, lo cual complicaria mucho
el desarrollo de modelos de medio efectivo
por la cantidad de variables a considerar.

El primer modelo para el estudio del flujo
en medios porosos lo reporté Darcy (1856)
para flujo reptante, newtoniano y en esta-
do estacionario en su estudio de las fuen-
tes publicas de la ciudad de Dijon. Darcy
propuso que la velocidad promedio en el
medio poroso es directamente proporcional
al gradiente de presion aplicado mediante
un coeficiente de permeabilidad, el cual
se divide entre la viscosidad del fluido. De

esta forma, el coeficiente de permeabilidad
solo depende de la geometria de los poros
en el sistema, pero no de las propiedades
del fluido. Sin embargo, para el transpor-
te de gases bajo condiciones de flujo des-
lizante, Klinkenberg (1941) not6 que la
permeabilidad debia depender de las con-
diciones de flujo y no solo de la geometria.
Las propuestas de Darcy y Klinkenberg se
hicieron de manera empirica y fue hasta la
segunda mitad del siglo XX cuando se de-
sarrollaron técnicas de escalamiento que
permitieron deducir dichos modelos y dar-
les el sustento fisico que permite compren-
der las condiciones bajo las cuales son apli-
cables. Actualmente, se ha estudiado como
el deslizamiento mejora el flujo a través de
medios porosos en condiciones estaciona-
rias, transitorias e incluso en las fronteras
del medio poroso. Esto se traduce en la po-
sibilidad de mejorar la estimacion del flujo
de fluidos y el transporte (ya sea de calor,
masa o corriente eléctrica) en medios poro-
sos. Entre algunas de las aplicaciones que
tiene esta teoria estan: el crecimiento de
cristales (lo cual puede por ejemplo afectar
los sistemas de propulsion de cohetes espa-
ciales y misiles de largo alcance), procesos
quimicos cataliticos (como la pirdlisis), el
secuestro geoldgico de diéxido de carbono,
la separacion de gases de distintas densi-
dades en fracturas y medios porosos, entre
muchos otros.

4. Comentarios finales

En este trabajo se discutié acerca de la
condicion de deslizamiento de Navier, la
cual, tras haber sido ignorada por mucho
tiempo en la literatura, ha comenzado a
recobrar su importancia en la comunidad
cientifica. La importancia de esta condi-
cion de frontera es que permite encontrar
las condiciones bajo las cuales es posible
mejorar la representacion del flujo tan-
to en superficies lisas como rugosas, asi
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como en medios porosos, entre muchas
otras aplicaciones. En cuanto mas se estu-
die este tema, de forma tanto tedrica como
experimental, se tendran posibilidades de
comprender y aprovechar el flujo de flui-
dos en una amplia variedad de sistemas.
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Apéndice A.

Forma matematica

de la condicion de deslizamiento

El propédsito de este apéndice es presen-
tar las expresiones de la condicion de des-
lizamiento en forma matematica. Como
se expuso en la seccion 2 hay dos formas
principales de tener condiciones de desli-
zamiento: el deslizamiento molecular so-
bre superficies reales (considerado por Na-
vier y Maxwell) y el deslizamiento efectivo
sobre superficies virtuales. En el primer
caso, la condicion de deslizamiento se ex-
presa como:

v=-AInn) - [n-(Vv+Vv")]
en la interfase so6lido-fluido (1)
En donde v es la velocidad del fluido, n es
el vector unitario dirigido de la fase flui-
da hacia el solido, I es el tensor de identi-
dad. Por tultimo, A es la longitud de desli-
zamiento y representa la distancia ficticia
a la cual tendria que extenderse el perfil
de velocidad dentro del sélido para llegar
a una condicion de no deslizamiento (ver
figura 1b). Para el caso ideal en el que el
deslizamiento fuera perfecto, A = « como
se ilustra en la figura 1c). Note que, si se
lleva a cabo el producto punto en ambos
lados de la ecuacion anterior con n, el re-
sultado es n - v = 0, lo cual indica que no
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hay transferencia de masa entre el fluido y
el solido y que el sélido esta fijo.

Para comprender mejor el significado fisi-
co de la ecuacion (1), es conveniente defi-
nir al tensor de esfuerzos totales para un
fluido newtoniano e incompresible como:
T=-Ip +u(Vv+Vv') (2)
Siendo p la presion del fluido y i su visco-
sidad. La proyeccion normal de este tensor
se conoce como el vector de esfuerzos tota-
les, y se expresa como sigue:
t=n.-T 3)
De esta forma, la ecuacion (1) puede escri-
birse como sigue:

V=-A(I-nn)-t=-A [t-(n-t)n],
I 7

en la interfase sélido-fluido (4)
Note que, en el corchete de la ecuacion an-
terior, se le substrajo al vector t, su compo-
nente normal. En otras palabras, la con-
dicion de deslizamiento de Navier indica
que la velocidad en la superficie entre un
fluido y un sélido es proporcional a la com-
ponente tangencial del vector de esfuerzos
multiplicada por la razén A/u.

Por su parte, para el caso de la condicién
de frontera efectiva sobre superficies vir-

tuales, la expresion resultante es similar
a la mostrada en la ecuacion (1), con la
diferencia de que la longitud de desliza-
miento ya no se representa, en general,
como un escalar, sino como un tensor de
segundo orden, L. Esto es,
v=-L . (I-nm)-t,

n
en la superficie virtual (5)
La razon para usar un tensor en lugar de
un escalar es para poder cuantificar la in-
fluencia de la topologia de la superficie ru-
gosa en todas las direcciones.

Para concluir este apéndice, es importan-
te mencionar que existe otra condiciéon de
deslizamiento que no se debe al esfuerzo
viscoso del fluido. Este deslizamiento pue-
de deberse a un gradiente de concentra-
cion de una especie quimica diluida en el
fluido y se expresa como sigue

_ve__ (6)

V=(I-nn)-(c+a)

En donde, ¢ es la concentracion de la
especie quimica que se transporte en
la fase fluida y o es una constante que
depende de la densidad del fluido y los
pesos moleculares del soluto y del solven-
te. Esta condicion de deslizamiento fue
propuesta por Kramers y Kistemaker
(1943) y tiene importantes aplicaciones
ambientales, biotecnolégicas, industria-
les, entre otras.



