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Abstract.

The ancient problems presented in this
article provide the reader with a wonder-
ful opportunity to follow the development
of mathematical thought since ancient ti-
mes. Brief biographical comments serve
as a useful addition to the text of the old
problems.

Keywords: Ancient problems in elemen-
tary mathematics; Effective methods for
solving them by famous mathematicians.

Resumen.

Los problemas antiguos presentados en
este articulo brindan al lector una mara-
villosa oportunidad de seguir el desarrollo
del pensamiento matematico desde la an-
tigliedad. Breves comentarios biograficos
sirven como una adicion 1util al texto de los
problemas antiguos.

Palabras clave: Problemas antiguos en
matematicas elementales; Métodos efec-
tivos para resolverlos por matematicos fa-
MOsOs.

Los textos matematicos mas antiguos da-
tan de principios del segundo milenio an-
tes de Cristo. En estos textos encontramos
formas bastante convenientes de resolver
una serie de problemas practicos relacio-
nados con diversas esferas de la actividad
humana (agricultura, construccion, co-
merecio, etc.).

La experiencia demuestra que el uso de
problemas antiguos en el aula y en acti-
vidades extraescolares despierta el inte-
rés por las matematicas, anima a los es-
tudiantes a crear de forma independiente,
muestra iniciativa e ingenio, proporciona
una excusa natural para pequenas digre-
siones historicas sobre sus compiladores,

quienes, por regla general, fueron los
grandes matematicos de su época, y sobre
el estado de las disciplinas matematicas
del pasado lejano.

Euclides de Alejandria (323 - 283
a. C.). Se le conoce como “el padre de la
geometria”. Fue el fundador de la escuela
de matematicas de la ciudad. Su trabajo
mas famoso fue los Elementos, considera-
do a menudo el libro de texto de mas éxito
de la historia de las matematicas.

Problema 1 (Euclides). Usando una regla
y un compas, construye un triangulo equi-
latero en el segmento AB dado. La regla
no esta graduada.

2

Fig. 1.
Solucion: Construyamos dos circulos al-
rededor de los puntos A y B con un radio
igual a la longitud del segmento AB (Fig.
1). Uno de los puntos de interseccion de las
circunferencias (por ejemplo, el punto I')
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Arquimedes de Siracusa (287 a. C. -
212 a. C.) fue un fisico, ingeniero, inven-
tor, astronomo, matematico y filésofo grie-
go. Es considerado uno de los mas grandes
matematicos de la antigiiedad y de toda
la historia en general. Entre sus logros
en fisica se encuentran sus fundamentos
en hidrostatica, estatica y su explicacion
del principio de palanca. Es conocido por
desarrollar maquinas innovadoras, inclui-
das armas de asedio y el tornillo de Arqui-
medes que lleva su nombre. Notemos que
Arquimedes fue el primer matematico que
tuvo un conocimiento preciso de la exis-
tencia del nimero 7.

Problema 2 (Arquimedes). El area del
circulo circunscrito alrededor de un cua-
drado es el doble del area del circulo ins-
crito (Fig.2).

=

Fig. 2.

Solucion: Sea el lado de un cuadrado. El
area del circulo circunscrito alrededor del
cuadrado es

S = ﬁ(i] = lj’!’],z
) 2

El area del circulo inscrito en el cuadrado
es

Por lo tanto,

v
circ 25!’1{3{' '

Problema 3 (Arquimedes). La superficie
de un segmento esférico es igual al area de
un circulo cuyo radio es la linea AB que co-
necta la parte superior del segmento con
el circulo de la base del segmento (Fig.3).

-
_____

Solucion: La superficie de un segmento
esférico es

S eom = 27TRA .

M seom
Segun el teorema de Pitagoras,
AB* = h* +r* = h* + R? —(R—h)2 =2Rh.
Por lo tanto, al area del circulo con radio

ABes S. =mAB* =2zRh=S

cire segm *
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Problema 4 (Arquimedes). Una bola esta
inscrita en el cilindro, y 1a altura del cilindro
es igual al diametro de la bola (Fig.4). De-
muestre que el volumen del cilindro es 3/2
del volumen de la bola y que la superficie del
cilindro es 3/2 de la superficie de la bola.

Calcular el volumen de una esfera fue uno
de los descubrimientos que mas valoré Ar-
quimedes de los muchos que realizé en su
vida. Mostré de manera muy original que el
volumen de una esfera es igual a dos tercios
del volumen de un cilindro circular circuns-
crito a ella. Esto le causé una impresion tan
fuerte que pidi6 grabar esta figura en su
tumba en memoria de sus mejores ideas.
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Solucion: Teniendo en cuenta la condi-
cién del problema, obtenemos

V,=7R*" 2R=2.
2

4 . 3
(EER)ZEP;)OJQ‘

para el volumen del cilindro, y

S =27R-2R +27zR* = 67R*
3 3.,
- 5 ’ (4ER2) = E bbm’a

para la superficie del cilindro.

Heron de Alejandria (10 — 75 d.C.) fue
un importante geémetra y trabajador de
la mecanica que inventé muchas maqui-
nas, incluida una turbina de vapor. Su
obra matematica mas conocida es la for-
mula del area de un triangulo en términos
de las longitudes de sus lados.

Problema 5 (Heron). Dados dos puntos
A y B en el mismo lado de la linea P, en-
cuentra un punto C en P tal que la suma
de las distancias de A a C y de B a C sea
la mas pequena.

Solucion: Construimos un punto D simé-
trico al punto B con respecto a la recta P
(Fig.5). La interseccion del segmento AD
con la recta P es el punto C buscado, ya
que ACB=ACD y ACD es el camino mas
corto entre los puntos A y D.

Fig5.

Problema 6 (Leyenda de Sissa). En India,
habia un poderoso brahméan llamado Rai
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Bhalit. Ordené a su sirviente Sissa, que
creara un juego capaz de entretenerle. Sis-
sa presento a su sefor el ajedrez. Rai Bhalit
quedo tan encantado que le permitié esco-
ger su recompensa. Sissa le dijo: «Sefor, soy
hombre modesto, y me conformaria con que
me paguéis un grano de trigo por el primer
cuadrado, dos por el segundo, cuatro en el
tercero, ocho en el cuarto, etc.». El brahman,
encantado por la modesta peticién accedi6 en
seguida, pero su alegria pronto se trocaria en
ira cuando se dio cuenta de que ni con todo
el trigo de su pais alcanzaria a pagar seme-
jante suma. ;jCuantos granos pidi6 el sabio?

Solucion (notemos que 1 kg de trigo con-
tiene 25,000 granos):

Se=1+214+22+23424+...4263
=(21-1)+(22-21)+(23-22)+(24-23)+...+[264-263]
=264-1=18446744073709551615.

S e e e LTS e T =

Nicomaco de Gerasa (60 — 120 d.C.) fue
un fil6sofo griego antiguo, matematico y

teorico de la musica. El tratado “Introduc-
cion a la Aritmética” escrito por Nicomaco
de Gerasa en el siglo I, sirvié durante mu-
cho tiempo como libro de texto sobre mate-
maticas elementales. Es una enciclopedia
numérica pitagorica. La tradicion de tales
escritos parece remontarse a la Antigua
Academia de Platon. El siguiente problema
esta tomado de su tratado.

Problema 7 (Nicomaco de Gerasa). De-
muestre que, si dividimos la serie de todos
los nimeros impares en grupos en los que
el nimero de miembros aumentara como
una serie de numeros naturales, entonces la
suma de los miembros de cada grupo sera
igual al cubo del niimero de sus miembros.

Solucion: De hecho, por verificacion direc-
ta establecemos que, si una serie de niime-
ros impares se divide en grupos, como lo
requiere la condicién del problema, es decir,

1+(3+5)+(7+9+11)+(13+15+17+19)+...

Tenemos
1=13,
3+5=8=23
7+9+11=27=33
13+15+17+19=64=43, etcétera.

Damos ahora una prueba general del he-
cho establecido. El nimero de términos en
los primeros (n-1) grupos es
nn—1)

2
El dltimo nimero en el (n-1) -ésimo grupo
es n(n-1)-1. Por lo tanto, el primer ntimero
en el n -ésimo grupo es n(n-1)-1+2=n2-n+1,
y en ultimo nimero del mismo grupo es

14+2+3+5+..+(n—1) =

n—n+1+2n-1)=n*+n-1

Por lo tanto, la suma de los miembros en
el n -ésimo grupo es igual a
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n-n+l1+n’+n-1
2

‘n=n

lo que se necesitaba demostrar.

Omar Jayam (1048 — 1131 d.C.) fue un
matematico, astronomo y poeta persa. Se
educé en las ciencias en su nativa Nisha-
pur y en Balkh. Posteriormente se instal6
en Samarcanda, donde completé un im-
portante tratado de algebra. Bajo los aus-
picios del sultan de Seljuq, Malik-Shah,
realiz6 observaciones astronémicas para
la reforma del calendario, ademas de di-
rigir la construccion del observatorio de la
ciudad de Isfahan. La fama de Jayam en
Occidente se debe fundamentalmente a
una coleccion de cuartetos, los Rubaiyat,
cuya autoria se le atribuye y que fueron
versionados en 1859 por el poeta britanico
Edward Fitzgerald.

Problema 8 (Omar Jayam). Resolver la
ecuacién —+2-=2.
Solucién: El mismo Omar Jayam resolvi6
este problema de la siguiente manera. Pon-
gamos i = z. La ecuacion acepta la forma

242722
Z 2—4

Sumando 1 a los lados izquierdo y dere-
cho, obtenemos

72 +2z4+1=

Lk

2 . 2_2
L6 (z+1)? =1

2

y O

Dedonde z+1=
x=2.

MW

z= % Por lo tanto,

Bhaskara Acharia (1114-1185) fue un
matematico y astronomo indio. Fue el li-
der de un observatorio césmico en Ujjain,
el principal centro matematico de la anti-
gua India. Conocido por ser el creador de
la formula cuadratica o resolvente. Las
cuatro secciones de su obra principal tra-
tan de la aritmética, el algebra, las ma-
tematicas de los planetas y las esferas,
respectivamente.

Problema 9 (Bhaskara Acharia). Demos-
trar que

ﬁmﬁﬂ+ﬁhﬂﬁzﬁ+@+ﬁ

Solucion:

JlO+x/ﬁ+@+@

:J2+3+5+2\/2-3+2\/2-5+2\/3-5

= (V24 VE+ VB = V24 VE 4B

Problema 10 (Bhaskara Acharia). En-
cuentra un triangulo rectangulo en el que
la hipotenusa sea el mismo nimero que
el area.
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Solucion:

Solucion 1 (de Bhaskara): Supongamos
que la hipotenusa es (m?+n?) x, el cateto 1
es (m?- n?) x y el cateto 2 es 2mnx, m > n.
Segun el teorema de Pitagoras,

[(m? + n?)x]? = [(m? — n?)x]? + [2mnx]?

Ademas, para satisfacer la condicion del
problema,

(m? + n®)x = mnx?(m? — n?)

es decir,
m? + n?
Xx=—
mn(m? — n?)

Por lo tanto, la hipotenusa es
(m? +n?)x = (m+n’)”

mn(m2-n?)

el cateto 1 es

m24+n?

(m? —n?)x =

mmn

y el cateto 2 es

m4n?
mz

2mnx = =
-n

b
Fig.6.

Solucion 2 (moderna). Segin el teorema
de Pitagoras, c?=a?+b? (Fig.6), y para sa-
tisfacer la condicion del problema, ¢ = %ab.
Es decir,

- - 1 - -
a* + b* = -a’b?.

De aqui obtenemos la razon entre los cate-
tos del triangulo:

4bh?
a? = —

En particular, un tridangulo isdsceles es
posible sdlo si

a=bh=+8.

Franciscus Vieta (1540-1603) fue un
abogado y matematico francés. Se le con-
sidera uno de los principales precursores
del algebra. En 1571, pasé a ser abogado
en el Parlamento de Paris, y se le nombré
consejero en el Parlamento de Rennes en
1573. En 1576, entré al servicio del rey
Enrique III. En 1580, pasé al servicio ex-
clusivo del rey en el Parlamento de Paris.
Entre los problemas matematicos que Vie-
te aborda, hay que citar la resolucién com-
pleta de las ecuaciones de segundo grado.

Problema 11 (Vieta). Resolver la ecua-
cion x?+px+q=0 usando la sustitucion

xX=y+z.

Solucion: Usando la sustitucion x=y+z,
la ecuacion se obtiene la forma

y2+y(2z+p)+22+pz+q=0

Aprovechando la arbitrariedad en z, supo-
nemos que 2z+p=0, es decir, — % Entonces

2 2 2
2 N N
z+pz+q—4 2+Q—q 2



72 Contactos, Revista de Educacion en Ciencias e Ingenieria, 134, Julio - Septiembre (2024)

Como resultado, y% +q — %2 =C, 0

y? :’;—z—q,esdecir,y:i ’pf—q.
p2

De aqui se deduce el teorema de Vieta:

Por lo tanto, x =y +z = —

LS~

2 2
P P —
X1 X ="7—T+q=q.

X1txX,=-p Yy P

donde x; y x, son dos raices de la ecuacion.

Problema 12. En un cuadrilatero
ABCD, cuyas diagonales AC y BD son
mutuamente perpendiculares (Fig.7),
la suma de los cuadrados de dos lados
opuestos es igual al cuadrado del diame-
tro d del circulo circunscrito alrededor de
cuadrilatero:

AB?*+CD?=d? y BC?*+AD?=d?
Ademas,
BE*+EC?+AE*+ED?=d>.

Brahmagupta (590-670)

Se desconoce el autor de este problema.
Sin embargo, incluso en la antigiiedad,
Arquimedes sabia la ultima férmula.
Una serie de problemas interesantes so-
bre un cuadrilatero inscrito en una cir-

cunferencia pertenece al matematico y
astrénomo indio Brahmagupta

Solucion: Usaremos las siguientes tres
propiedades:

1) Un angulo inscrito es la mitad del arco
que abarca;

2) Todos los angulos inscritos en una cir-
cunferencia que abarcan el mismo arco
son iguales;

3) En el mismo circulo, o en circulos con-
gruentes, dos cuerdas son iguales si y s6lo

si subtienden arcos iguales.

Dibujamos el diametro BF. Tenemos
2 BAF = 90° (ya que abarca el diametro).

Sea UAF el arco AF. Obviamente,

UAF = 2. ABF = 2(90°-. AFB)
=2 (90° UAB) = 2(90°- 2 ACB).

Ademas, - CBD = 90°- ~ ACB en el trian-
gulo rectangular ECB y, por lo tanto,

UAF=2.CBD =uCD

De aqui se deduce que AF=CD. Usando el
triangulo rectangular BAF, obtenemos

BF?=AB?+AF?=AB*+CD?=d".



Algunos problemas antiguos en matematicas elementales 73

De la misma manera se demuestra que

BC?+AD?=d?. Ademas, usando el teore-

ma de Pitagoras, obtenemos
BE?+EC?=BC? y AE?’+ED?=AD?.

Al sumar las dos ultimas formulas obte-
nemos

BE*+EC*+AE*+ED?*=BC?+AD*=d*

lo que se necesitaba demostrar.
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